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Kombinatorisk Optimering

Mange anvendelsesproblemer kan beskrives
ved hjalp af veegtede grafer.

Hvad er det
for noget?

En veegtet graf bestar
af et antal punkter og
forbindelser med tal.

Punkterne kalder vi knu-
der, forbindelserne
kanter og tallene
vaegte.*

*En veegtet graf er en triple (V, E, c), hvor V er en mangde, £ en mangde af
to-elements delmangder af V og c en funktion fra £ ind i de reelle tal.
Elementerne af V kaldes knuder, elementerne af E kaldes kanter, og ¢
kaldes vaegtfunktion.

Den gode nyhed: | 1959 fandt E. W.
Dijkstra® en hurtig algoritme for
korteste-vej-problemet.* Hurtig er i
denne forbindelse helt preecist
defineret.**

Mon min
GPS ogsa
anvender
Dijkstras
algoritme?
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Rute beregnes!
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*Dijkstras algoritme virker kun med ikke-negative vaegte. Mere under
(www1). **En algoritme kaldes hurtig, hvis den kgrer i polynomiel tid: Hvis
der skal n bits til som input af en instans af problemet i computeren, bruger
algoritmen hgjst p(n) operationer for et passende polynom p. Mere under
(www2).

Bare rolig. Heldigvis er din liste med byer s3 kort, at
»langsomme«, men smarte algoritmer er hurtige nok for
dig.* Desuden kan man ved at indlaegge yderligere
forudseetninger tit hurtigt finde en rute, som med garanti
ikke er ret meget lzengere end den korteste.

Det er godt nok for mig.
Det kommer ikke an pa
nogle fa kilometer.

Et eksempel: S. Arora®
har i 1996 bevist: Hvis
du tager fra by til by i
fugleflugtslinjen, kan du
hurtigt finde en rute,
som er hgjst 0,01 %
leengere end absolut
ngdvendigt.**

Super! Bare
kob dig et fly!

*Nye forskningsresultater gor det muligt at lgse stadig sterre instanser af
TSP-problemet inden for acceptabel tid. Mere under (www3). **Arora viste,
at der findes et PTAS (polynomial time approximation scheme) for det
sakaldte geometriske TSP, d.v.s for en given fejl £ kan der inden for
polynomiel tid findes en rute, der er hgjst (1 + E) gange laengere end den
optimale rute (men kgretiden afhaenger af E).

Aktuelle emner

== tendenser
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For eksempel er spargsmalet om den
korteste vej fra A til B et grafproblem.*

Nah ja, sa er knuderne
vejkryds og kanterne
vejstraekninger. Men hvad er
vaegtene?

Det kan veere
vejlaengden,
koretiden eller
billetprisen. Alt
efter, hvad der
skal optimeres.

*Mere formelt: Nar der gives en vaegtet graf G = (V, E, c) og to knuder A og
B, seges den korteste vej A-B. Vejen A-B er en folge A = v,, ..., v, = B af
knuder, hvor {v,, v,}, ..., {v,_4, v,} er kanter i G. Leengden af en vej er lig med
summen af disse kanters vaegte.

Jeg vil gerne tage en tur gennem alle disse byer
og ikke komme til nogen af dem to gange - bortset fra min
hjemby, hvor jeg starter og til sidst kommer tilbage til. Og
jeg vil kere sa fa kilometer som muligt.

Han er godt nok
pa farten ...

Dit problem
er kendt som

travelling salesman o
problem (TSP). Oo

findes sikkert ogsa en
hurtig algoritme til det!

*Mere under (www3).

Ledere med koblings-
frekvenser a, b, ¢, d
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Hvad har det
med en rund-
rejse at gore?!

TSP dukker ogsa op
andre steder. | mobil-
telefoner er der tus-

indvis af parallelle
ledere. Der opstar

Jeg kunne

kondensatoreffekter, a) : .

. virkelig godt
som ggr, at der gar Effekttab el mf
energi tabt.* Led- J ], \ at batterig;
ningerne skal pla- Va+b brc Ve+d nalleh e
ceres saledes, at Arrangement og g
batteriet holder tab som tur

laengst muligt.
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*Hver gang strammen i en af ledningerne andres, andres det elektriske felt
mellem ledningen og naboledningerne; derved omdannes den i feltet
lagrede energi i varme.
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Men hvad er problemet? Jeg kan da bare regne lzengden af alle
veje fra A til B ud og sa tage den korteste.

Ja, men

det kan tage lang g
tid! Hvis du skal fra A til B, .
sa har du i hver zone to ) y
muligheder for at komme til v
den naeste. Det giver ved n
zoner 2" muligheder. Er
der bare 50 zoner, skal Du godeste! Det )
du undersgge mindst tager jo ar, selv ‘
250 veje — det er @ b for en com- \Q‘ -
mere end en ’r puter!* Hvor- ’\
billiard! dan klarer min

GPS det?!

*Selv om det var muligt at bearbejde 1000000 veje i sekundet, ville det tage
mere end 36 ar at gennemga 2°° muligheder. Ved mange problemer vokser
antallet af mulige lgsninger eksponentielt med stgrrelsen af problemet.
Dette faenomen kaldes kombinatorisk eksplosion.

Desveerre kendes der i dag ingen hurtig
algoritme, som kan lgse dette rundrejseproblem
for alle vaegtede grafer!

R. M. Karp®@ har i 1972
bevist, at TSP er meget
vanskeligt.* Derfor
antages det, at der slet
ikke findes nogen hurtig
algoritme. Den, der
finder ud af det, far
forresten en million
US-dollars!**

Det var en skam!

Maske skulle jeg
skifte erhverv!

*Et problem P kaldes (NP-)hardt, hvis eksistensen af en algoritme, som
korer i polynomiel tid og beregner en optimal lgsning for hver instans af P,
implicerer eksistensen af sadanne algoritmer for alle(!) NP-problemer; NP-
problemer er problemer, hvis optimale lgsning for hver instans kan under-
soges — men ikke ngdvendigvis findes — inden for polynomiel tid. Mere
under (www4), **Mere under (www5).

Ledningernes reekkefglge kan opfattes som turen i en graf.
Og der ledes efter den korteste tur.

12010 analy-serede
P. Gritzmann,
M. Ritter og

P. Zuber® proble-
met og kunne
bevise, at der

findes en hurtig

algoritme, der
lgser pro

blemet
preecist.*

A

Sa kan jeg takke veere matematikken
tage pa en kort rejse. Og opladeren til
min mobil kan jeg lade blive hjemme!

*Gritzmann et al. har lgst et generelt problem ved at optimere ledningernes
placering og afstandene mellem dem. Til dette formal anvender de Monge-
egenskaben (se www6). Siafremt den geelder, findes der en hurtig algoritme
for en optimal TSP-rute.
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