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Viele Anwendungsprobleme lassen sich mit
gewichteten Graphen beschreiben.

Was ist denn
das?

Ein gewichteter Graph
besteht aus einer Menge
von Punkten und Ver-
bindungen, auf denen
Zahlen stehen. Die
Punkte nennen wir
Knoten, die Verbin-
dungen Kanten, die
Zahlen Gewichte.*
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Knoten | Gewicht
Kante

*Ein gewichteter Graph ist ein Tripel (V, E, c), wobei V eine Menge ist, £ eine
Menge von zweielementigen Teilmengen von V ist und c eine Funktion von E
in die reellen Zahlen. Die Elemente von V heiRen Knoten, die Elemente von
E heifen Kanten und c heit Gewichtsfunktion.

Gute Nachrichten: Fur das Kiirzeste-
Wege-Problem hat E. W. Dijkstra(¥ 1959
einen schnellen Algorithmus angegeben.*
Schnell ist dabei ganz genau definiert.**

Ob mein Navi
auch den
Dijkstra-

Algorithmus
verwendet?
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Weg berechnet!

*Dijkstras Algorithmus funktioniert nur mit nicht-negativen Gewichten. Mehr
unter (wwwl). **Ein Algorithmus wird schnell genannt, wenn er in
Polynomialzeit lduft: Wenn n Bits bendtigt werden, um eine Instanz des
Problems in den Computer einzugeben, bendtigt der Algorithmus héchstens
p(n) Operationen fiir ein passendes Polynom p. Mehr unter (www?2).

Keine Sorge. Deine Stadteliste ist so kurz, dass ,langsame®,
aber schlaue Algorithmen schnell genug fur Dich sind.* Zudem
kann man mit Zusatzbedingungen oft schnell eine Tour finden,
die garantiert nicht viel langer als eine kiirzeste ist.

Das reicht mir. Auf ein paar
Kilometer kommt es nicht an.

Ein Beispiel: S. Arora‘®)
hat 1996 bewiesen: Wenn
Du auf der Luftlinie von

Stadt zu Stadt reist, kannst

Du schnell eine Tour

finden, die hochstens

0,01 % lénger ist als

unbedingt ndtig.**

Super! Du solltest Dir
ein Flugzeug kaufen.

*Neue Forschungsergebnisse ermdglichen es, immer grofRere Instanzen des
TSP-Problems in akzeptabler Zeit zu I6sen. Mehr unter (www3). **Arora
zeigte, dass es ein PTAS (polynomial time approximation scheme) fir das
sogenannte geometrische TSP gibt, d. h. fiir einen vorgegeben Fehler £
kann in Polynomialzeit eine Tour gefunden werden, die hdochstens (1 + E)
mal ldnger ist als eine optimale Tour (aber die Laufzeit hdngt von E ab).
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Zum Beispiel ist die Frage nach einem
kiirzesten Weg von A nach B ein
Graphenproblem.*

Aha, hier sind die

Knoten Strafenkreuzungen, die
Kanten sind StrafBenstiicke. Aber
was sind die Gewichte?

Das kann die
Weglange, die
Fahrzeit oder der
Fahrpreis sein. Je
nachdem, was
optimiert werden
soll.

*Formaler:

Wenn ein gewichteter Graph G = (V, E, c) und zwei Knoten A und B gegeben
sind, wird der kiirzeste A-B-Weg gesucht. Hierbei ist ein A-B-Weg eine Folge
A =v,, .., v, = Bvon Knoten, wobei {v,, v,}, ..., {v,_;, v,} Kanten in G sind.
Die Lange eines Pfades ist die Summe der Gewichte dieser Kanten.

Ich méchte eine Tour durch alle diese Stadte
machen und keine Stadt zweimal besuchen — auBBer meiner
Heimatstadt, wo ich starte und am Ende wieder ankomme.
Ich méchte mdglichst wenige Kilometer fahren.

Ist der viel
unterwegs...

Dein Problem
ist als travelling

salesman problem o
(TSP) bekannt.* Oo

Gewichte:
Wegldnge . -
Dafur gibt es bestimmt
auch einen schnellen

Algorithmus!
*Mehr unter (www3).

Bahnen mit Schalt-
frequenzen a, b, c, d
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Anordnung und
Verlust als Tour

Das TSP taucht auch
anderswo auf. In Han-
dys gibt es tausende

parallele Leiterbahnen.
Dort entstehen Kon-
densatoreffekte und
dadurch geht Ener-
gie verloren.* Man
mdochte die Lei-
tungen so anord-

nen, dass der
Akku so lange
wie moglich

Was hat das
mit Rundreisen
zu tun?!

Mein Akku
kdnnte
wirklich

langer
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*Immer wenn sich die Aktivitat in einer der Leitungen verdndert, @ndert sich
das elektrische Feld zwischen der Leitung und den benachbarten Leitungen;
dadurch wird in dem Feld gespeicherte Energie in Warme umgewandelt.
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Aber wo ist das Problem? Ich kann doch einfach die Lange aller
Wege von A nach B ausrechnen und den kiirzesten nehmen.

Ja, aber das kann
dauern! Wenn Du hier von
A nach B willst, hast Du in je-
der Zone zwei Mdglichkeiten,
zur nachsten zu kommen. Das
ergibt 2" Mdglichkeiten bei n
Zonen. Bei nur 50 Zonen

musstest Du schon min-
P

Herrje...
dafiir braucht
ein Computer
Jahre!* Wie
macht mein
Navi das?!

destens 259 Wege pru-
fen, Uber eine Bil-
liarde!
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*Sogar wenn 1000000 Pfade innerhalb einer Sekunde bearbeitet werden
kdnnten, wiirde das Priifen von 250 Mdglichkeiten Gber 36 Jahre dauern. Bei
vielen Problemen wichst die Anzahl von mdglichen Ldsungen exponentiell
mit der GrifRe des Problems. Dieses Phdanomen wird kombinatorische
Explosion genannt.

Leider kennt man bis heute keinen schnellen
Algorithmus, der dieses Rundreiseproblem fir
jeden gewichteten Graphen exakt |gst!

R. M. Karp®@ hat 1972
bewiesen, dass das TSP
sehr schwer ist.* Darum

wird vermutet, dass es
gar keinen schnellen Al-
gorithmus gibt. Wer das
klaren kann, bekommt
tbrigens eine Million
US-Dollar!**

wechseln!

*Ein Problem P heilt (NP-)schwer, wenn die Existenz eines Algorithmus, der
in Polynomialzeit lduft und zu jeder Instanz von P eine optimale Ldsung
berechnet, die Existenz solcher Algorithmen fur alle(!) NP-Probleme
impliziert; NP-Probleme sind Probleme, deren optimale Losungen fir jede
Instanz in Polynomialzeit tberpriift (aber nicht unbedingt gefunden) werden
konnen. Mehr unter (www4). **Mehr unter (www5).

Man kann die Reihenfolge der Leitungen als Tour in einem
Graphen auffassen. Man sucht eine kiirzeste solche Tour.

o o
o o

2010 haben P.
Gritzmann, M. Ritter
und P. Zuber® das
Problem analysiert
und bewiesen,
dass es einen
schnellen Al-
gorithmus
gibt, der das
Problem
exakt l6st.*
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Dann gehe ich dank der Mathematik
» auf eine kurze Reise. Und mein Handy-
|

ladegerat kann ich zu Hause lassen

*Gritzmann et al. haben ein allgemeineres Problem geldst: Sie haben die
Anordnung und die Abstande der Leitungen optimiert. Sie nutzen dazu die
Monge-Eigenschaft, siehe (wwwé). Falls diese gilt, gibt es einen schnellen
Algorithmus fiir eine optimale TSP-Tour.
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